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  :مقدمه
  

ی ماکزیمم و مینیمم نسبی توابع کار می کرد، متوجه شد که مماس              میلادی پی یر فرما ریاضی دان فرانسوی وقتی درباره         17رن  در اوایل ق  
هـا بـر منحنـی در حالـت کلـی           ی یافتن امتداد ممـاس    این پدیده وی را به حل مسأله      . ها می باشد  xبر منحنی در این نقاط موازی محور        

مطالعات ارزشمند لایب نیتز و نیوتن در این زمینه که همزمان و دور . ی جدیدی به نام مشتق شداساس مسأله و این مطلب     ون داشت رهنم
در این مقاله برخـی     .از هم انجام شد به نتایج بسیار بزرگی رسید که امروزه این مبحث در آنالیز کلید اصلی حل بسیاری از مسائل مهم است                      

 . مورد بررسی قرار گرفته است درسی حسابان و حساب دیفرانسیلنگیز مشتق و کاربردهای آن در کتاب هایبرااز مباحث چالش 
  

  تعریف مشتق و خط مماس) الف
 تعریــف شــده باشــد، اگــر 0xی  بــر یــک بــازه حــول نقطــهfفــرض کنیــد تــابع ): 102حــسابان ص (تعریــف
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)( مـی نـامیم و بـا         0xی   در نقطـه   f موجود باشد، آن را مشتق تـابع        0xf      نمـایش   ′

  .می دهیم

توان  میhآیا در تعریف به جای : سؤال
n
  ؟n→∞ قرار داد که 1

خیر، زیرا اگر فرض کنیم      
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  .ای مشتق پذیر نیستدر هیچ نقطه
  ) :105 حسابان ص: (سؤال

  نهایت شود؟ بی0xییست و مشتق آن در نقطه پیوسته ن0xی تابعی مثال بزنید که در نقطه

ــف ــابع )ال   ت
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xxf )sgn()( ــد ــر بگیری ــی   x=0 در f.  در نظ ــست ول ــته نی  پیوس

+∞=′=′ −+ )()( 00 ff.  
  
  

  تابع  )ب
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آیا تابع : سؤال
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xxf    مشتق پذیر است؟x=0ای به طول  در نقطه)(
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ی حـــد فـــوق موجـــود نیـــست زیـــرا اگـــر دو دنبالـــه
n
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  تعریف خط مماس در حالت کلی بیان کنید؟: سؤال
.  کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال  نوشته سـیلورمن بـه طـور کامـل بیـان شـده اسـت                     187و    186 در صفحات   

ی تماس پیوسته البته به شرطی که تابع در نقطه(.درحقیقت خط مماس را به عنوان حد خطوط قاطع معرفی می کنیم      
  .)باشد

  
  ):99حساب دیفرانسیل و انتگرال صفحه : (1تذکر

axر د fاگر =∞ پیوسته باشـد و    =
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 آن گـاه    

axخط    .استی تماس  مماس بر منحنی در نقطه=

xxfتابع  : مثال   3 و   )(= xxf 3 و   )(= 2xxf ی صات دارای مماس قـائم بـه معادلـه         در مبدأ مخت   )(=
0=x132 و 105 و 104حسابان ص (. هستند(  
  
  
  

  
  
  

  ):شرط لازم مشتق پذیری)( دیفرانسیل101 حسابان و 106ص(قضیه
  . پیوسته است0xی  در نقطهf مشتق پذیر باشد، آن گاه 0xی  در نقطهf اگر تابع 
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  .عکس قضیه برقرار نیست
  .تابعی مثال بزنید که همه جا پیوسته باشد ولی در یک نقطه مشتق پذیر نباشد: سؤال

 xxf   x=0 در )(=
  .د ولی در دو نقطه مشتق پذیر نباشدتابعی مثال بزنید که همه جا پیوسته باش: سؤال

12 −= xxf   x=±1 در )(
  .تابعی مثال بزنید که همه جا پیوسته باشد ولی در سه نقطه مشتق پذیر نباشد: سؤال

1−= xxf   x=0 و x=±1 در )(
  .بزنید که همه جا پیوسته باشد ولی هیچ جا مشتق پذیر نباشدتابعی مثال : سؤال

)()cos(      تابع وایراشتراس  xxf n
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  .تابعی مثال بزنید که فقط در یک نقطه مشتق پذیر باشد: سؤال
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  x=0 در )(

  . مشتق پذیر باشدتابعی مثال بزنید که فقط در دو نقطه: سؤال

فرض کنیم 
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  : در این صورت تعریف می کنیم)(

)()()( xfxxg 21−=  
  . مشتق پذیر استx=1 و x=0در فقط  gتابع 
  .دتابعی مثال بزنید که فقط در سه نقطه مشتق پذیر باش: سؤال

فرض کنیم 
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  : در این صورت تعریف می کنیم)(

)()()( xfxxg 22 1−=  
  . مشتق پذیر استx=±1 و x=0 در gتابع 

  )108 حسابان ص 6 و5قاعده ( کتاب حساب دیفرانسیل2نکاتی چند در مورد قضیه 
gf مشتق پذیر باشد آن گاه 0x در g مشتق ناپذیر و 0x در fر اگ -1  .مشتق پذیر نیست 0x در +

gfhفرض کنیم   ) برهان خلف  ghfگاه   مشتق پذیر باشد،آن   0x در   =+  0xطبق قـضیه کتـاب در       =−
  .مشتق پذیر است که طبق فرض تناقض می باشد

  
gf مشتق ناپذیر باشد آن گاه 0x در g و fاگر  -2  .باشد یا نباشدمشتق پذیر ممکن است  0x در +
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xxfفرض کنیم    xxg و   )(= gfباشد در این صورت     )(=−  در صفر مـشتق ناپـذیر مـی باشـند در            ,
+=oحالی که  gf پذیر استدر صفر مشتق.  

  
gf مشتق ناپذیر باشد آن گاه 0x در g و fاگر  -3   . ممکن است مشتق پذیر باشد یا نباشد0x در ⋅

xxfفرض کنیم    xxg و   )(= gfباشد در این صورت     )(=−  در صفر مـشتق ناپـذیر مـی باشـند در            ,
2xgfحالی که    .در صفر مشتق پذیر است.=−

  
  : حسابان114تمرین ص

gf و g مشتق پذیر نبـوده ولـی   0g)( در f را طوری مثال بزنید که g و fدو تابع به نام های       o در 
  .صفر مشتق پذیر است

]تعریف می کنیم    : 1پاسخ ]xxf 2xxg و   )(= ] در این صـورت      )(= ]2xxfog  در صـفر مـشتق      ))((=
  .پذیر است

xxfتعریف می کنیم    : 2پاسخ 2xxg و   )(= 2xxfog در این صورت     )(=  در صفر مشتق پذیر     ))((=
  .است

  :111 حساب دیفرانسیل ص 5تمرین 

مشتق پذیری تابع 
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   در صفر پیوسته است و fتابع 
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   حساب دیفرانسیل103ص : تذکر
  .نقاط ابتدایی و انتهایی بازه ها جز نقاط مشتق ناپذیر هستند

 را  b و   a موجـود باشـد، آن گـاه         b در   f و مشتق چـپ      a در   fدر برخی کتاب ها اگر مشتق راست        
  ) دیفرانسیل ،پاورقی140ص.(جزء نقاط مشتق پذیر محسوب می کنند

   حساب دیفرانسیل140ص: 2قضیه 
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] روی بازه    fاگر تابع    ]ba,    ی   تعریف شده و نقطهc  ،bca  نقطه اکسترمم مطلـق تـابع روی ایـن          >>
  . نقطه بحرانی استcبازه باشد آن گاه 

  صعودی و نزولی) ب
  

   118حسابان ص 
 یـا   Iی   مشتق پذیر باشد آن گاه شرط لازم و کافی برای آن که تابع در بازه               I در یک بازه مانند      fاگر تابع   

ممکـن اسـت   .(اکیداً صعودی یا اکیداً نزولی باشد آن است که مشتق تابع در آن بازه یا مثبت و یـا منفـی باشـد                
  )!ن بازه صفر شود از آxمشتق به ازای یک یا تعدادی 

  :ی فوقنکات مهم جمله
  .اگر مشتق به ازای تعدادی متناهی یا نامتناهی شمارا نیز صفر شود ممکن است تابع اکیداً صعودی باشد

xxxfتابع  sin)(   . را در نظر بگیرید=+
                Zkkxxxf ∈+=⇒=+=′ ,cos)( ππ21 o  

  
  
xxxf sin)( +=  
  
  
  
  
  

  .تابعی مثال بزنید که در تعداد شمارا و نامتناهی نقطه مشتق پذیر نباشد ولی اکیداً صعودی باشد: السؤ
  
  
xxxf sin)( +=  
  
  
  
  
  

′<0آیا اگر : سؤال )(afکه حتماً می توان گفت  f در یک همسایگی a؟ صعودی است  
fخیر، اگر  :پاسخ   . صعودی استI بر f مثبت باشد، می توان گفت Iی  بر یک بازه′

اگر فرض کنیم 
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  : حساب دیفرانسیل147نتیجه ص 
lxf مشتق پـذیر باشـد و        c پیوسته و در یک همسایگی محذوف        cی   در نقطه  fاگر تابع   

cx
=′

→
)(lim 

cf)(آن گاه    . استl موجود و برابر ′
fی فوق پیوسـتگی     تعبیر جمله : توضیحات ax در   ′ f را مـی رسـاند یعنـی تحـت چـه شـرایطی               =  در  ′

ax   . پیوسته است=
cx در fچون : اثبات   :مشتق پذیر است پسc پیوسته است و در همسایگی محذوف =

0>hجود دارد به طوری که و:  
f   روی ],[ chc ),( روی   f پیوسته و  − chc ی مقـدار میـانگین عـدد        مشتق پذیر است لذا طبق قضیه      −

1cی  متعلق به بازه),( chc  طوری که  وجود دارد به−
h

hcfcfcf )()()( −−
=′ 1.  

],[ روی   fاز طرفی    hcc ),( روی   f پیوسته و  + hcc ی مقـدار    مـشتق پـذیر اسـت لـذا طبـق قـضیه            +

),(ی  متعلق به بازه2cمیانگین عدد  hcc  وجود دارد به طوری که +
h

cfhcfcf )()()( −+
=′ 2.  

++ →→≡→ cccch 21 ,_o  
  

lcfcfcf
h

hcfcfcf
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)()(lim)()()(lim)(lim __ 11
1oo

  

lcfبه همین ترتیب  =′+ cf)( پس بنابراین )(   . استl موجود و برابر ′
  
  

f که مثالی از یک تابع ارائه دهید: سؤال f موجود باشد ولی تابع a در ′    پیوسته نباشد؟′
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تابع  : پاسخ
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xxf sin)(    در نظر بگیریـد  .oo =′ )(f       در حـالی کـه )(lim xf
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 موجـود   

  .نمی باشد
  

  عطف را به طور کامل بیان کنید؟تعریف نقطه : سؤال
),)((نقطه : تعریف afaی عطف می نامیم هرگاهی تابع را نقطه متعلق به دامنه:  

f) ب.      دارای خط مماس باشدa در f) الف   .یر علامت دهد تغیa حول ′′
  

  :نکات مهم
′=∞اگر   -1 )(af   و f   در a     پیوسته  باشد وf  دارای a در fگـاه  تغییر علامـت دهـد،آن  a حول ′′

  .ائم استعطف ق
′≠∞اگر  -2 )(afدو حالت داریم ،: 
 

af)() الف ′′=o دارای عطف است که      a در   fدر این حالت زمانی     :  موجود است  ′′ )(af و f  حـول   ′′
aتغییر علامت دهد .  
  
af)() ب fدر این حالت اگر     :  موجود نیست  ′′  دارای عطف   a در   fگاه  تغییر علامت دهد، آن   a حول   ′′

  .است
  

                                                                                        پایان                                        
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